TSpémath

Cours : Limites de fonctions

Parcours 3 : Comment résoudre une équation ?

I. Définitions

1. Limite en +oco

Définition : Limite égale a +oo

Dire que lalimite de f en +o0 est +oo signifie que tout intervalle 6y
de la forme [A; +oo[ avec A > 0 contient tous les réels f(x) dés
que x est suffisamment proche de +oo .

Onnote: lim f(x)=+o0
X—+00

Définition : Limite égale a —co

Dire que la limite de f en +oo est —oo signifie que tout intervalle

v

de laforme | —o0; Al avec A < 0 contient tous les réels f(x) dés que
x est suffisamment proche de +oo.

Onnote: lim f(x)=-o0
X—+00

Définition : Limite finie

Dire que la limite de f en +oo est ¢ signifie que tout intervalle de

la forme [¢ — h; ¢ + h[ contient tous les réels f(x) dés que x est

suffisamment proche de +oo.

Onnote: lim f(x)=a
X—+00

v
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2. Limite en —oco

Définition : Limite égale a +o0o

Dire que la limite de f en —oo est +oo signifie que tout intervalle
de la forme [A; +oo[ avec A > 0 contient tous les réels f(x) des que
x est suffisamment proche de —co .

Onnote: lim f(x)=+o0
X——00

Définition : Limite égale a —co

Dire que la limite de f en —oo est —oo signifie que tout intervalle
de laforme | —oo; Al avec A < 0 contient tous les réels f(x) dés que
x est suffisamment proche de —co .

Onnote: lim f(x)=-o0
X——00

Définition : Limite finie
Dire que la limite de f en —oo est ¢ signifie que tout intervalle de
la forme [¢ — h; ¢ + h[ contient tous les réels f(x) dés que x est
suffisamment proche de —oo.

Onnote: lim f(x)=a
X——00

3. Limiteen a

Définition:  Limite égale a +oco

Dire que la limite de f en a est +oo signifie que tout intervalle de
la forme [A; +oo[ avec A > 0 contient tous les réels f(x) des que x
est suffisamment proche de a .

On note : chlrrcll f(x)=+o00

Définition : Limite égale a —oco

Dire que la limite de f en a est —oo signifie que tout intervalle de
la forme ] —o0o; Al avec A < 0 contient tous les réels f(x) dés que x
est suffisamment proche de a .

On note : lim f(x) = —oco
X—a
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Définition:  Limite finie
Dire que la limite de f en a est ¢ signifie que tout intervalle de
la forme [¢ — h; ¢ + h[ contient tous les réels f(x) dés que x est

suffisamment proche de a . Cr

Onnote: lim f(x) =/
X—a

II. Exemples de limites

Vocabulaire :

La limite en a (avec a € R) d'une fonction f peut étre différente a gauche et a droite.

* On parlera de limite a gauche pour signifier que x tend vers a en étant inférieur a a et on notera :

)lcl_I% f(x) ouencore xllrgf fx)
x<a

* On parlera de limite a droite pour signifier que x tend vers a en étant supérieur a a et on notera :

Jlgrgl f(x) ouencore lim f(x)

x>a x_>u+
Exemples :
Soit f une fonction définie sur | 1[U]1; +ool par f(x) ~2x"—5x 41
01 une ronction demnnie sur | —oo; — ; 0O T X)=—""T"7"7"—
P x+D(x-1
8
7
6
5
4
3 Cr
2
1

\/

10 -9 -8 -7 -6 -5 —a4——3 -2

On peut lire sur le graphique ci-dessus que :

o, Amse- - Jim 10~
° XEI_I]I_ f(x) = ° hr{lJr f(x) =
t A= * A =
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III. Calculs de limites

Dans tous les théorémes de ce paragraphe, a,b, ¢ et ¢ ! désignent des nombres réels. Les fonctions considérées

sont définies au voisinage de a qui désigne un nombre réel, ou +oo, ou —oo.

1. Limite d’une somme

f
a +00 -0 9
g e lim 3x°-5=
X—+00
b
+00 e lim 4x*+2x-1=
X——00
-0
2. Limite du produit f x g
f
a>0 | a<0 0 +00 —00
§
b>0 . xlier(x—S)(x+1):
b<0
0 o lim 4x(x*—4)=
X——00
+00
—00
3. Limite du quotient i
2 _
Il as0| a<o| 400 | 0 | 0 e lim |2 4):
g x—+00 5
b>0 1 )
e lim 3 =
b<0 x—-oo| x°—8
+00 . o1
e lim |——|=
—00 x—+oo\ x+8
0" 1
0" —4\x—4)
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4. Limite d’'une fonction composée

Théoreme 6 :
Soient f et g deux fonctions.a désigne +oco, —oo ou a € R.

Si lim f(x) = ¢ etsi lin}g(x) = ¢' alors lim (g0 f)(x) = /.
ok 0

X—a

Exemple :

. 2
A Em 3x“+5x—-1=
xhrP V3x2+5x—1=.. car Koo
— 100
l)i(m\/X:

5. Limite et comparaison

Théoreme 7 :
f et g sont deux fonctions définies sur un intervalle I voisinage de a.
e Sipourtoutxel, f(x)> g(x)et chln}“ g(x) = +oo alors chll‘% f(x)=+o00

e Sipourtoutxel, f(x)> g(x)et chlrrclb f(x) = —o0 alors chlnclb g(x) =—o0

Théoreme 8 :

Soient f, g et h trois fonctions définies sur un intervalle I voisinage

de a.

e\ / \/\NININININIST

Sipourtoutxel, g(x) < f(x) < h(x) et }lcirrég(x) = )lcmé hix)=¢

alors lim f(x)=¢ Gy
X—a

v

6. Comment faire en cas de Forme Indéterminée 2

o Latechnique dite du poids pour le calcul des limites en +oo et —oco.

93‘ Factorisation du terme de plus haut degré :
{

lim 4x>-3x+1=... car
X—+00

o Latechnique de la quantité conjuguée :

@ x1ir+rl Vx+1—-vx=.. car
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IV. Interprétation graphique

Le plan est muni d'un repere (O ; 7, f), et on notera (Kf la courbe représentative d'une fonction f .
Définition :
30

25

20

Dire que la droite d’équation x = x, est asymptote a ¢ signifie

que ler&lO f(x) =400 15

(ou lim f(x) = ~c0) 10

Cr

x:—1|
I\ P
-5-4-3-2-110lT"2 3 4 5

Définition :
20

15
Dire que la droite d’équation y = ¢ est asymptote

R . . _ 10
a ¢ signifie que xErPOO fx)=2¢

(ou lim f(x)=10)

A, .
-5-4-3-2-1 0lT2 3 4 5 6 7 8 910111213 14 15
Remarques:

* La droite d’équation y = £ est asymptote a la courbe ¢y au voisinage de +oo ou de —oo si et seulement si
Jim (F-0)=0
o Si xlirp f(x) = ¢, en étudiant le signe de f(x) — ¢, on peut déterminer la position de la courbe de f par
—+00

rapport a son asymptote.
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