Exercices Série 3 : Plans

Soit ABCDEFGH un cube.

On définit les pomts P, Q et R par les les relatlons vecto-
rlelles suwantes AP = AB AD +AE AQ —AD + 2AE
et AR = AB — 2AD + 3AE.

1. Construire une figure.

2. Démontrer que les points A, P, Q et R sont
coplanaires.

Dans la base (?,f, k ), on donne les vecteurs
u=i+j+2k,v=1i—j—2k etw=3i—]—2k.
1. Déterminer deux réels A et y tels que w=Au+puv.

2. Que peut-on en déduire ?

[calculer] @

Soit d la droite dont une représentation paramétrique

x=—t+1
est: Jy=4t—-3 ,teR.
_1
Ft+6

1. Donner un vecteur directeur de d.
4" —O)

2. Soit # le plan dont un repére est (A ; u

1 -6
A(-1;2;5), ﬁ’(1)etﬁ( 4 ).

1 -3
a.Lle point E(1;1; 1) appartient-ila ce plan ?

avec

b. La droite d est-elle paralléle a # ? Justifier.

c. Déterminer une représentation paramétrique de la
droite A contenant E, de vecteur directeur u.
Que peut-on dire de A etde # ?

[Calculer] @

Soit _1’,; k ) une base de l'espace.

1 Lesvecteurse = 1—3_]+2k e,= —i+k et
e —21—J+2k sont-lls coplanalres?

2. Méme question pour les vecteurs

—_— -

e1=i76}"

- —

ks €5 _61*3_]+16k ete —l+3_]+5k

[Chercherl]

Soient les points de 'espace suivants :
A(1;2;=3),B(2;4;:1)etC(—1;3;2).
1. Justifier que les points A, B et C définissent un plan.
2.Soit M(x; y; z), un point du plan (ABC).
a. Justifier qu'il existe deux réels t et t' tels que
AM =tAB +t'AC.
b. En déduire que M € (ABC) si, et seulement si,
x=t-2t'+1
y=2t+t+2 ,outeRett eR.
Z=4t+5—3
C.Le point E(1; 4 ; —7) appartient-il au plan (ABC) ?

3. Soit d la droite dont une représentation

x==k+1
paramétrique est {y =3k + 4, k € R.
z=9k—7

La droite d est-elle paralléle au plan (ABC) ?

Exercices Série 4 : Fin

- = =

Soient u = i+j,v= itk etw= 21+]+k
trois vecteurs dans une base (?,;, fc. ).
Exprimer w en fonction de u et v.

Que peut-on en conclure ?

On donne les vecteurs u=i+j+ 2k,

v=2i—j—k et w=-3i—k dans une base

(i,7,k ).
1. Déterminer u+ v+ w.

2. Que peut-on en conclure ?

On donne les points A(2 ;
C(=1:1:0)
Démontrer que A, B et C définissent un plan.

3;-2),B(1;3;1)et

On donne les points A(1;2;1), B(—1
C(1:2;5%k
Démontrer que les points O, A, B et C sont coplanaires.

1 —2;3)et

Dans la base (%,j, k ), on donne le vecteur
w=j+k.
Démontrer que les vecteurs i, j et w sont linéaire-
ment indépendants.



R

' Dans la base ( Ul sk ), on donne les vecteurs
u=i+j+2k,v=j+2k etw=1i+k.

Démontrer que les vecteurs u, v et w sont linéaire-
ment indépendants.

,ﬁ 1. Déterminer une représentation paramétrique
de la droite contenant le point E(-8;3;5) et de
vecteur directeur 1.

2. Le point F(—6 ; 3 ; 5) appartient-il a cette droite ?

=

[Raisonner, Représenter.]

£

On considere un cube ABCDEFGH et les points suivants :
I est le milieu de [GH] ; J est tel que HJ = %ﬁﬁ et K
est le milieu de [FB].

E H

Partie A
1. Reproduire le cube et placer les points I, J et K.

2. a. Justifier que les droites (1J) et (GC) sont sécantes
enun point L.

b. Construire le point L.

3. Construire l'intersection des plans (IJK) et (BCG).

4. Construire la trace de la section du cube ABCDEFGH
par le plan (IJK).

Partie B

Dans cette partie, 'espace est rapporté au repére
(A;AB,AD, AE).

On pourra utiliser, sans justification, les coordonnees
des points A, B,C, D, E, F, G et H.

1. Déterminer les coordonnées des points I, J et K.

2. a. Déterminer une représentation parametrique de la
droite (AG).

4 5

b. On considere le point P(%; =33
P € (AG).
3. a. Démontrer que fﬁ, 1J et IK sont coplanaires.

). Montrer que

b. Que peut-on en déduire ?

4.Le plan (ABG) est un plan diagonal du cube.
Déterminer lUintersection de (ABG) et (IJK).

| Soit ABCDEFGH un cube.

L'espace est rapporté au repére (A; AB ; AD : AE ).
On note I le milieu de [AB]|.

J est le point défini par Al = %ﬁ+ %E-{-%Kﬁ
Démontrer que les points I, J et G sont aligneés.

%

.~ On considére le cube ABCDEFGH et on note I
le milieu de [FE], S lintersection de (AE) et (BI) et
J lintersection de la droite (EH ) avec le plan (BDS).

\
S
E J H
1 '\‘\
F G
D
B C

Démontrer que (1J) et (BD) sont paralléles.

. On considére un triangle ABC, I un point du
segment [ AB| et J un point du segment [AC], la
droite (IJ) n’étant pas paralléle a la droite (BC). On
note S un point n'appartenant pas au plan (ABC).

Réaliser une figure a main levée et déterminer l'in-
tersection de la droite (BC) et du plan (SIJ).

Lo PALLULED Y [Raisonner, Communiquer]

L'espace est rapporté au repére (0; 1,7, k ).

On considére les points A(1;2;—1),B(2;-1;3),
Cl2:=1i 1)8ED(3:%4; 1k

On donne des représentations paramétriques des
droitesd et d':

x=2t+2 x=t+1
d:{y=-6t—-1(teR)etd :{y=-3t+2(t €R).
z=8t+3 z=6t—3

Pour chacune des cing affirmations suivantes, indiquer
si elle est vraie ou fausse en justifiant la réponse.

1. Les droites d et (AB) sont paralléles.

2. La droite d' est paralléle au plan (ABC).

3. D est l'image de C par la translation de vecteur AB.

—_— —  —

4 (A ;AB, AC, AD ] est un repére de 'espace.

5 5. Les droites d et (AB) sont coplanaires.



Corrigé Série 3 : Plans

Corrigé exercice 26 :

1. Voici une représentation de la figure.

A

o

o )

@ m )
)

2. Al = AB — 2AD + 3AE = AB — AD — AD + 2AE + AE
AR = AB — AD + AE — AD + 2AE = AP + AQ

E, ﬁ et 1@ sont coplanaires. Les points A, P, () et R sont coplanaires.

Corrigé exercice 29 :
1. On cherche les réels \ et ,u tels que :
_)
W= \U +pu?. 32—]—2k_)\( + 7 4+2k) + u(
®3i——j—2kzﬂA+Mi%%A—m
A =3
T {Azl
S IA—p=-1 &
w=2
2\ —2u = -2
On adonc @ = W +270.

2. Les vecteurs 7, o et W sont donc coplanaires.

Corrigé exercice 50 :

1. Les vecteurs e_1>, € et 3 sont coplanaires si, et seulement si, il existes deux réels simultanément non nuls

A et p tels que e_3> = )\e_f—i—ue_g.
e = \ej + pes

A pu=2
S —3A=-1
22X+ p =2



1
= =3

p=2-2X\=2-2x3=3

Le systéme n’est pas compatible. Les trois vecteurs ne sont pas coplanaires.
2. Les vecteurs e_f, € et e sont coplanaires si, et seulement si, il existes deux réels simultanément non nuls
A et u tels que e = \eq +,ue_2>.
A+6p=1 (1)
e =Nej +pes o { —6A—3u=3 (2)
—A+16pu =5 (3)
On résout le systéme formé de la premiére et la troisiéme équation.

A+6p=1 (1)
“A+16p=5  (3)

A+6p=1 (1)
= {22u 6 ()+@3)

On vérifie la compatibilité de ces valeurs avec la deuxiéme équation du systéme initial : —6x (—%)—3x = =
3. L’égalité (2) est bien respectée.

On a donc €_3> = —1—7le_1> + 1—316_5 Les trois vecteurs sont donc coplanaires.

Corrigé exercice 85 :

-1 -2
1. ? 4 | est un vecteur directeur de d et 7 8 | aussi.
3 1
2. a. E(1;1;1) appartient & P si, et seulement si, il existe A et u tels que :
ﬁ = \U + u?.
2=\—06u
zﬁ:)\ﬁ—l—u? équivaut & ¢ —1=A+4u .
—4=X—-3u
En résolvant le systéme constitué des deux premiéres équations on obtient :
P=tn=-3

Or, ces valeurs ne vérifient pas la troisiéme équation donc le systéme est incompatible et le point E
n’appartient pas au plan.

b. La droite d est paralléle au plan P si, et seulement si, les vecteurs 7, U et U sont coplanaires, c’est-a-
a—6b= -2 (1)
dire si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que 7 —aU+b7 = a+4b=38 (2)
a—3b=1 (3)
On résout le systéme composé des équations (2) et (3).

a+4b=38 a+4b=38 a=4
= =
a—3b=1 =17 b=1

On vérifie la compatibilité de ces deux valeurs avec I’équation (1) du systéme initial : a — 6b =

4 —6x1=—-2. Ce systéme est compatible. On a donc 7 = 47U + . Les trois vecteurs 77 U et W
sont coplanaires. La droite d est donc paralléle au plan P.

¢. Le vecteur @ qui dirige la droite A est aussi un vecteur directeur de P. Ainsi, la droite A est paralléle
a P. Cependant, comme le point E n’appartient pas a P, alors A et P sont strictement paralléles.

4



Corrigé exercice 86 :

1 —2
1. zﬁ 2] et 1@ 1 ].0r }2 #+ % donc les vecteurs zﬁ et 1@ ne sont pas colinéaires. Ainsi, les points
4 5
A, B et C ne sont pas alignés et définissent le plan (ABC).

—
2. a. M(z;y;2) € (ABC) si, et seulement si, les Vecteursii\/[, ﬁ et ﬁ sont coplanaires. C’est-a-dire si,
et seulement si, il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que AM = t/@ +t ﬁ

r—1=1t-2 r=t—2t'+1
b. Donc M € (ABC) si, et seulement si, ¢ y —2 =2t + 1 S Qy=2t+t +2 avec t € R et
243 =4t + 5t z =4t +5t' — 3
t" e R.
c. E(1;4;-7) € (ABC) si, et seulement si, il existe deux réels ¢ et ¢’ tels que :
1=t—2t+1 t—2'=0 (1)
A=2t+1t +2 s+t = (2)
T =4t +5¢ —3 A +50=—4  (3)

On résout le systéme composé des équations (1) et (2).

t—2t'=0 t—2t' =0 tzg
/ = ! = ! 2
20+t =2 5t = 2 t = 2

On vérifie la compatibilité de ces deux valeurs avec ’équation (3) du systéme initial : 4¢ + 5t =

4 2 _ 26
Le systéme n’est pas compatible. Le point E n’appartient pas au plan (ABC).

-1
3. La droite d admet pour vecteur directeur x| 3
9

d est paralléle au plan (ABC) si, et seulement si, les vecteurs 7, /ﬁ et 1@ sont coplanaires. Or, U =
jﬁ + 1@ Les vecteurs 7, @ sont coplanaires et la droite d est paralléle au plan (ABC).

D’aprés la représentation paramétrique de la droite d, le point E(1;4; —7) appartient & d. Or, E ¢ (ABC).
La droite d est donc strictement paralléle au plan(ABC).



Corrigé Série 4 : Fin

Corrigé exercice 17 :

W = U + V. Ces 3 vecteurs sont donc coplanaires.

Corrigé exercice 18 :
1. T+ T+0=061=—7-1.

2. Ces 3 vecteurs sont donc coplanaires.

Corrigé exercice 27 :

- = -
On cherche les réels a, b et c tels que ai +bj + W = 0 soit :

%

— -
a?—kb?—l—c(j + k):ﬁ(:)a7+(b+c)7+ck S

a=20

a=20

< 4b+ec=0 < (b=0

c=0

Les vecteurs i, j et W sont linéairement indépendants.

Corrigé exercice 28 :

On cherche les réels a, b et c tels que ad + VU + il = 6> soit :

W(T+ T 42R) 4 0] 42F) (T +F) =T
& (a+c)i +(a+b)j +(2a+2b+c)?:6>
a+c=0 a=20
S<ca+b=0 & =0
20+ 2b+c¢c=0 c=0

Les vecteurs , 7 et W sont linéairement indépendants.

Corrigé exercice 34 :

I est le milieu de [AB]. Donc, Al =

1A
2

c=0

a M
Y
b
a“
S
-
r-------
g T

r

D’une part, ﬁ—IA—l—B———/@—i—B@—i—lE—i—lﬁ

1@ + 1@ + 11@ D’autre part, =

TA+AB+BC+00 = —1AB+ AB+ AD+ AL = VAB + AD + AE, d'ou 1€ — 2(0AB + 1AD+ LAE) = 21,

Les vecteurs ﬁ; et ﬁ sont colinéaires. Les points I, J et GG sont alignés.

6



Corrigé exercice 37 :

1-2 -1 —-1-2 -3

AB[ 3-3 |soitAB| 0 |.AC| 1-3 | soit AC [ -2

1—(-2) 3 0—(-2) 2
Comme :—:15 _%, les vecteurs 1@ et 1@ ne sont pas colinéaires. Les points A, B et C' ne sont pas alignés et

définissent donc un plan.

Corrigé exercice 38 :

O_,)A,B et C' sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels non simultanément nuls A\ et u tels que
OA = )\O? + u(ﬁ.

1 -1 1
OnaO—}l 2 ,@ -2 etO? 2.

1 3 5)
“A+pu=1 (1) )
55 + u5C A4p=1 1 A=—1
OA =)0 +p0C & ¢ =2\ +2u =2 (2) @{8 T# (3)+(3) (1) @{ 2
= X = =
M+su=1  (3) H 2

—
On a donc OA = —%@ + %O? Les points O, A, B et C' sont donc coplanaires.

Corrigé exercice 59 :

I € (BS)donc I € (BDS) et Je (BDS). Ainsi, (IJ) C (BDS). I e (EF)donc I € (EFG)et J e (EH) donc
J € (EFQ). Ainsi (IJ) C (EFG) De plus (BD) C (BCD). Les plans (EFG) et (BCD) sont paralléles (par
les propriétés des faces opposées dans un cube). Le plan (BDS) coupe le plan (EFG) selon la droite (1.J) et le
plan (BCD) selon la droite(BD). Les deux droites (I.J) et (BD) sont donc paralléles.

Corrigé exercice 60 :

Les droites (1J) et (BC') se coupent en D. Le point D appartient a la droite (/.J) donc au plan (SI.J). Le point
D appartient aussi a la droite (BC'). Le point D est donc U'intersection de la droite (BC') et du plan (S1.J).

Corrigé exercice 69 :

r=t—28
1. Une représentation paramétrique de la droite est ¢ y =3 avec t € R.
Zz2=25
r=—-6=uxp
2. Avect=2,onay=3=yr . Le point F' appartient donc a cette droite.
z2=5=zp



Corrigé exercice 91 :

Partie A
1. Voir la figure ci-dessous.

2. a. (IJ) et (GC) sont deux droites du plan(C'DG).
Elles ne sont clairement pas paralléles. Elles sont donc sécantes, en L.

b. Voir la figure ci-dessous.

3. L’intersection des plans (IJK) et (BCG) est la droite (KL) (voir la figure ci-dessous).

4. (LK) et (F'G) sont deux droites du plan (FBC). Elles se coupent en M.

Le plan (IJK) coupe les plans paralléles (F'BC') et (EAD) selon deux droites paralléles. La paralléle a
(M K) passant par J coupe (AD) en N.

Le plan (/JK) coupe les plans paralléles (ABC) et (EFQG) selon deux droites paralléles. La paralléle a
(IM) passant par N coupe (AB) en O.

La trace de la section du cube par le plan (IJK) est le polygone IJNOK M.

Partie B
Dans le repére (A; B, E, zﬁ, >, on a les coordonnées suivantes :

A(0;0;0), B(1;0;0), D(0;1;0), £(0;0;1), F(1;0;1), G(1;1;1), H(0;1;1), C(1;1;0).

1. En utilisant les coordonnées du milieu d’un segment, on obtient [ (%, 1; 1) et K (1; 0; %) H‘J} = %}73 &
xJ_xH:%(.TD_l‘H) x5 =0
Yyi—yn=3yp—yu) Sqys=1
ZJ_ZH:%(ZD_ZH) ZJ:i

1
9. a. AC [ 1] est un vecteur directeur de la droite (AG) et A(0;0;0) appartient a cette droite. Une

1
r=t
représentation paramétrique de (AG) est donc ¢ y =t  avec t € R.
z=1



xr =

b. Avect =32, ona qy= donc P (3;2;3) € (AG).

ESTFSEN NN

z =

1 1 1
1 2 (2
3. a. On détermine les coordonnées suivantes par le calcul : jtﬁ -3, 17 0 et ITK | —1]. Les
1

_3 _3 _
. 7 1 2
vecteurs 17’, ﬁ et I K sont coplanaires si, et seulement si, il existe deux réels a et b tels que

. —sa+3b= 4 (1)
TP =alJ+bIK < {0a—b=—-2 (2
b=t
On résout le systéme composé des équations (1) et (2).

—sa+3b= 4 (1) o a=2

On vérifie la compatibilité de ces deux valeurs avec ’équation (3) du systéme initial :
3 1 _ 3,2 _1,3_ _3

—za—ib——zx7—§><_7>——7- .

On a donc [‘f’ = %ﬁf + %IK. Les vecteurs I‘ﬁ, I_j et 1K sont coplanaires.

b. On en déduit que le point P est donc un point du plan (/JK).
4. Le point P est le point d’intersection de la droite (AG) et du plan (/JK). Le point P appartient donc a
I'intersection des plans (ABG) et (IJK). I est le milieu de [GH]. Il est donc un point du plan (ABG).

Puisque le point I appartient également au plan (I JK), I'intersection du plan (ABG) et (IJK) est donc
la droite (IP).

Corrigé exercice 94 :

1 2
1. Les coordonnées de 1@ sont | =3 | et 7, vecteur directeur de la droite d, a pour coordonnées | —6
4 8

Ainsi, AB = 27 donc d et (AB) sont paralléles.
L’affirmation est vraie.

1 1 1
2. U, vecteur directeur de la droite d’, a pour coordonnées [ —3 | . De plus, on a 1@ —3 | et 1@ =3|.d
6 4 2

est paralléle au plan (ABC) si, et seulement si, les vecteurs 7, 1@ et B sont coplanaires, c¢’est-a-dire si,

a+b=1
=2
et seulement si, il existe des réels a et b tels que v = azﬁ + bz@ &< -3a—-3b=-3 <& {Z _ 4
da+2b=6 B
T =248 — AC on U est un vecteur directeur de la droite &’ donc d’ est paralléle au plan (ABC).

L’affirmation est vraie.

1 1
3. On a /ﬁ —3 | et @ 0]. @ #+ 1@ donc D n’est pas I'image de C' par la translation de vecteur 1@
4 0

L’affirmation est fausse.

1 1 2
4. On a E -3, @ —3 | et E =3 |. (4; E,/@,E) est un repére de l’espace si, et seulement
4 2 2

si, (1@, 1@, E) est une base de 'espace c¢’est-a-dire si, et seulement si, les vecteurs 1@, 1@ et E sont



a=0

linéairement indépendants soit si, et seulement si, CLE"‘[)B‘{’C@ = ﬁ & =0 .Ona:
c=0
a+b+2c=0 a+b+2c=0 a=
GAB+bAB +cAC =0 ©{-30-30-3c=0  ©{3c=0 e{e=
da+2b+2c=0 da+2b+2¢c =0 b=20

(A; ﬁ, 1@, ﬁ) est donc bien un repére de I'espace.

L’affirmation est vraie.

5. D’aprés la premiére question, les droites (AB) et d sont paralléles. Elles sont donc coplanaires.

L’affirmation est vraie.
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