TSpémath

Cours : Géométrie dans I’espace (Partie 1)

Parcours : Comment décrire I'espace?...pour le reproduire.

I. Vecteurs dans ’espace

1. Duplan alespace

La notion de vecteur vue en géométrie plane se généralise sans difficultés a I’espace.

Définition :

Soient A et B deux poinst distincts. Le vecteur AB est caractérisé par 7
AB
¢ sa direction : la droite (AB).
B
* sonsens: de Avers B. e

* salongueur ou sa norme : la longueur du segment [AB], soit AB ou encore || AB [

Notations et vocabulaire :

¢ Pour le vecteur E, A est]’origine du vecteur et B est I'extrémité.

* Les vecteurs peuvent aussi se noter avec une seule lettre : T[, 7;, el

Les notions suivantes se généralisent aussi a 'espace :
Propriété :
Pour tout point O et tout vecteur 7 de I'espace, il existe un unique point A tel que OA=Ti.

Propriété :

Les affirmations suivantes sont équivalentes :

« AB=DC

e ABCD est un parallélogramme.

e [AC] et [BD] ont le méme milieu

Propriété: Relation de Chasles
Pour tout point A, B et C de 'espace on a AC = AB + BC.

Définition: Vecteurs colinéaires

Deux vecteurs 1 et U sont colinéaires s'il existe un réel A tel que v = Au.

Pour les petits : U et U sont colinéaires si I'un est « multiple » de l'autre.

Propriété: Alignement et vecteurs colinéaires

Trois points A, B et C de I'espace sont alignés si, et seulement si, les vecteurs AB et AC sont colinéaires.
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2. Basedel'espace

Définition: Vecteurs coplanaires

Trois vecteurs u, U et w sont coplanaires sil'un est combinaison linéaire des deux autres. Autrement dit :

U, U et w sont coplanaires s'il existe deux réels A et y tels que W= A + uv.

Remarque:

Si de plus % et ¥ sont non nuls et non colinéaires, la décomposition W = A4 + u v est unique.
Propriété:

Soient A, B, C et D quatre points de I'espace.

Les vecteurs ZE, AC et AD sont coplanaires si, et seulement si, les points A, B, C et D appartiennent a un

méme plan.
D

Définition: Vecteurs linéairement indépendants et base
Trois vecteurs u, U et w sont dits linéairement indépendants lorsqu’ils ne sont pas coplanaires.
Autrement dit: ad+bV+cw=0 = a=b=c=0.

On dit alors que ces trois vecteurs forment une base de I’espace.

[/

Théoréme: Unicité dela décomposition dans une base

Si 7, U et w sont trois vecteurs formant une base de I'espace alors tout vecteur V de I'espace se décompose
de maniére unique comme combinaison linéaire des vecteurs u, U et w.
Autrement dit :
Si i, U et w sont trois vecteurs non coplanaires, il existe, pour tout vecteur 7, un triplet unique de nombres
réels (x; y; z) tel que V=xU+ YU +zWw.

X

On dit alors que (x; y; z) sont les coordonnées de V danslabase (i, 7,w). Onnote V y

V4
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3. Coordonnées de vecteurs dans une base
Définition: Repere del’espace

Un repere de I'espace est un quadruplet (O; 7,7,75), ol O est un point de I'espace appelé origine et

(i, 7, k) est une base de I'espace.

Théoreme: Unicité des coordonnées dans un repere

Soit (O; 7,7,75) est un repere de I'espace.

Pour tout point M de l'espace, il existe un unique triplet de réels (x; y; z) tel que
OM=xi+yj+zk
On parle alors de coordonnées : (x : abscisse, y : ordonnée, z : cote).

* On note les coordonnées du point M :

M(x;y; 2)

¢ On note les coordonnées du vecteur OM :

OMy

Remarque:
Tous les calculs s’effectuent de la méme maniere qu’en géométrie plane, avec une troisieme coordonnée.
Théoreme: Premiers calculs dansun repere

Soient deux points A(x4; ya; 24) et B(xp; yp; zg) de 'espace.

XB— XA
* Les coordonnées du milieu M de [AB] sont e Levecteur AB a pour coordonnées | yp — y4
(xA+xB.yA+yB_zA+zB) ZB — %A

2 o2 72

Remarque:
Quatre vecteurs du 'espace sont toujours linéairement dépendants. Au moins 'un d’entre eux s’obtient par
combinaison linéaire des trois autres.

1 0 -1

Exercice:

—

On se place dans un repere (O ; 7,7,75). Soient u 2], 7|1|, w| o |et ¢

S s~ O

3 1 1

Montrer que u peut s’écrire comme combinaison linéaire des trois autres vecteurs.
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II. Droites et Plans de I’espace

On se place maintenant dans un repere (O ; 7,7, 7c>).
1. Direction d’'une droite

Définition: Droite de’'espace
Soient A et B, deux points de 'espace.

La droite (AB) est 'ensemble des points M tels que AM = tAB o t un réel.
Théoreme: Représentation paramétrique de droite

a

La droite d passant par A(x.; ya; z4) et dirigée par le vecteur u | p | est’ensemble des points

c
X=Xxpt+ta
M(x;y;z)telsqueq y=y +th avecteR C’est une représentation paramétrique de d.
Z=2zp+1cC

Remarque:

Chaque droite a une infinité de représentations paramétriques (qui dépend de A et ).

Soient A(-1;0; 1), B(-5;-2;7) Deux représentations paramétriques de (AB) sont

Exercice :
-4 X = e, X = rveereenn,
@)A Ainsi, : AB | -2 V= e, reER VY= e, reR
6 A A S

C(7;4; —11) appartient-il & (AB) 2 ...ttt ettt

2. Direction d’'un plan

Définition: Plan del'espace
Soient A, B, C trois points non alignés. Le plan (ABC) est 'ensemble des points M tels que

AM=tAB+ ' AC, avect t' eR

Les vecteurs AB et AC sont des vecteurs directeurs du plan (ABC).
Un plan est donc entiérement déterminé par un point et deux vecteurs non colinéaires.
Théoréme: Représentation paramétrique d’un plan

/

Le plan & contenant A(x; ya; z4) et de vecteurs directeurs @ | b |et | »' | est 'ensemble des points
c &
X=xa+at+at
M(x;y;z)telsquey y=ya+br+b't’ avect, t' eR. C’est une représentation paramétrique de P.

z=2za+ct+c't
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III. Intersection de droites et de plans

1. Positions relatives de deux droites dans I'espace

Théoreme: Positions relatives de deux droites dans I'espace

Deux droites de 'espace peuvent étre coplanaires (dans un méme plan) ou non-coplanaires.

Droites non coplanaires Droites coplanaires .
paralleles :

/D

sécantes :
DY

2. Positions relatives d’'une droite et d’'un plan dans I'espace

Théoreme: Positions relatives d’'une droite et d'un plan dans I’espace

Etant donnés une droite D et un plan 22, trois cas seulement sont possibles :

// A

P
D estincluse dans &2 .
D et 22 sont paralleles 1) it i A e La droite et le plan ont une
La droite et le plan n'ont aucun La droite et le plan se coupent en infinité de points commun : la
point commun. un point. droite.

3. Positions relatives de deux plans dans I'espace

Avez-vous une idée?

Les positions relatives entre plans seront étudiés dans la partie 2 du cours (en 2021)
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