Spécialité Terminale

Cours : les suites numériques

I. Définition d’une suite

1. Définition

Définition:

Définir une suite, c’est associer a tout entier naturel » un nombre noté u,. Onnote u= (Uy)peny OU (Uy).

Mode de génération d’une suite :
¢ Par une formule explicite :
Chaque terme u,, de la suite (u,) est défini en fonction de son rang n, indépendamment des autres termes.
Exemple: u, =2n—-+vn
e Par une formule récurrente :

Ces suites sont définies par leur(s) premier(s) terme(s) et une relation de récurrence de la forme

Un+1 = f(uy) ou f désigne une fonction.
Exemple: v, =1+2\/u,
Remarque : D’autres suites récurrentes font intervenir deux, trois... termes précédents.

Exemple: La suite de FIBONACCI :  uj42 = Up41 + Up

2. Suites particulieres

Soit (uy) une suite et r et g des réels.

1. Suites arithmétiques :

* Définition par récurrence : * Définition explicite :
Up=Uy+NnxT
uo donné Up=u1+n-1)xr

(1¢"terme + dernier terme) x (nbre de termes)
2

I1=n
e Somme des termes : Z U =
i=0

i=n - pn+1
Exemple : somme des entiers ) i = %
i=0
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2. Suites géométriques :

* Définition par récurrence : * Définition explicite :
Up=1ugxq"
ug donné U = Uy % qn—l

Up+1=(F X Up

nombre de termes

l-q

i=n _
 Somme des termes (pour g #1): Y u; = 1°"terme x 9
i=0
=n

Exemple : somme géométrique q =

II. Variation d’une suite

1. Définitions

Définition :

Soit (u;,) une suite définie sur N
1. Dire que (u,) est croissante signifie que : pour tout n € N, up,11 = Uy,.
2. Dire que (u,) est décroissante signifie que : pour tout n €N, u,41 < Up.

3. Dire que (u;) est constante signifie que : pour tout n € N, U, 41 = Uy.

Remarques :
¢ On définit aussi les notions de croissance et décroissance stricte.

* Dire que u est monotone signifie que u est soit croissante, soit décroissante

2. Cas particuliers

Théoreme 1 : Pour une suite arithmétique de raisonr:
* (u,;) est strictement croissante si et seulement si r > 0
¢ (u;) est strictement décroissante si et seulement si r <0
¢ (u;) est constante si et seulementsir =0
Théoreme 2 : Pour une suite géométrique de raison g # 0 avec 1y > 0 (Si uyg < 0, tout est inversé).
e la suite (u,) est strictement croissante si et seulement si g > 1
e la suite (u,) est strictement décroissante si et seulementsi0 < g <1
* la suite (u,) est constante si et seulementsi g =1

e la suite (u,) n'est pas monotone si et seulement si g <0

2021-2022 Lycée du Bois d’Amour - Poitiers



Remarques:

1. Pour une suite définie par u, = f(n) (de manieére explicite)

Les variations de la suite (u,) correspondent aux variations de la fonction f

2. Pour une suite définie par u,+1 = f(u,) (par récurrence)
Les variations de la fonction ne correspondent pas toujours aux variations de la suite.

I faudra une étude plus approfondie.

III. Comportement asymptotique d’'une suite

1. Suites de limite finie

Définition :
Soit (u,;) une suite et £ un réel.
On dit que la suite (1) admet ¢ pour limite si tout intervalle ouvert contenant ¢ contient tous les termes de la

suite a partir d'un certain rang.

On dit lors que (u,) est convergente et converge vers £. Onnote lim u,=/¢
n—+oo
Exemple 1: Exemple 2 :
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Remarque : Une suite qui n’est pas convergente est dite divergente.

Exemples : C’est le cas de la suite  (u,) =(—-1)" oudelasuite v, = n®

Théoreme 3 : Si une suite admet une limite réelle alors cette limite est unique.

Théoreme 4 : Soit (u,) et (v,) deux suites convergeant respectivement vers les réels ¢, et /5.
1. Sila suite (u,,) est croissante alors u, < ¢; .

2. Si, a partir d'un certain rang, u, < v, alors ¢1 < ¢».

Théoreme 5 (dit des gendarmes) :
Soit (v,) et (w,) des suites convergeant vers le méme réel ¢.

Si (u,,) est une suite telle que, a partir d'un certain rang, v, < u, < wy, alors HIP (uy)="~¢.
n—+oo
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2. Suites de limite infinie

Définitions:

Soit (u,,) une suite. Soient A et B deux réels.

1. On dit que la suite (#,) admet pour limite +oo 2. Ondit que la suite (#,) admet pour limite —co
si tout intervalle ]A; +oo[ contient tous les si tout intervalle | — oo[; B contient tous les
termes de la suite a partir d'un certain rang. termes de la suite a partir d'un certain rang.
On note nl_lgloo Uy =400 On note ngrllm Uy = —00

144
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104
34
84
74
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54
44
34
24 3
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Théoreme6: 7

Soit (u;,) et v, deux suites.

1. Si, a partir d'un certain rang, u, > v, etsi lim v, =+ooalors lim u, = +oo.
n—+o00 n—+oo

2. Si, a partir d'un certain rang, u, < v, etsi lim v, =-ooalors lim u, = —oo.

n—+oo n—+oo
3. Opérations sur les limites
Soient (u,) et (v;) deux suites.
Limite d'une somme u,, + v, : Limite d’un inverse :
(un) Limite de
a +00 —00 0
(Vn) (Ur) a#0 | 0F 0" | +oo | —oo
b Limite de
1
+00 —
Up
—00
0

Exemples :

e lim (n2+3n3):...
n——+oo

1
lim ( ):
n—+oo\ n+5
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Limite du produit u, x v, :

(Un)
a>0 a<0 +00 —00 0

(vn)

b>0

b<0

+00

—0o0

0

_ . Up
Limite du quotient — :
Un

(Un)
a>0 a<0 +00 —00 0

(vn)

b>0

b<0

+00

4, Limites de références

"m0 = " im, (Vi) =
o lim (n®)= o lim (nP)= avec p e N*
n—-+00 n—+00
1
e lim (—2) = e lim (l) =
n—+oo |\ n n—+oo\n
e lim L) e N* li L)
n—l>+oo nP) avecp n—l>IPoo (ﬁ) B
° n = L4 i m = -
lim (q") avec g > 1 lim (g") = avec—1<g<1

5. Que faire dans le cas d’'une Forme Indéterminée ?

Méthode 1 :

Dans le cas d'une forme indéterminée du type (+o0) + (—00), on factorise par le terme de plus haut degré :

Exemple: lim 2n°-3n-1=
n—+oo

Méthode 2 :

n

(o,@]
( )", on utilise la méme méthode sans oublier de
—0

0
Dans le cas d'une forme indéterminée du type "6” ou

simplifier pour lever I'indétermination.

. 2n3-3n-1
Exemple: lim —— =
n—+oo  4p342
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